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РЕЛЯЦИОННАЯ СЕМАНТИКА, АССОЦИИРОВАННАЯ QMV-АЛГЕБРЕ

В работе [1] представляется алгебраическая структура QMV-алгебры, которая, опираясь
на идеи и результаты [2], характеризуется в качестве обобщения для многозначных алгебр.
В качествемножества-носителя этого класса структур выступает частично-упорядоченное
множество всех эффектов, в действительном интервале [0,1], где под эффектом понима-
ется ограниченный линейный оператор в гильбертовом пространстве. Используя метод,
предложенный в [3], предполагается существование реляционной семантики с тернарным
отношением, ассоциированной к предложенной алгебраической структуре.

Определение 1. Квантовая реляционная структура - это упорядоченная тройка
F = < E , R, ∗ >, где
E является непустым множеством состояний в гильбертовом пространстве H;
R является тернарным отношением на множестве состояний (R3 ⊆ E3);
∗ является унарной операцией на множестве E(∗ : E → E).

Для тернарного отношенияR верны следующие определения:
Df1. a ≤ b⇔ ∃cRacb
Df2. a ⊥ b⇔ ∃xRabx
Df3.R2abcd⇔ ∃x(Rabx & Rxcd)
Df4.R2a(bc)d⇔ ∃x(Raxd & Rbcx)

Также на отношение R накладываются ограничения, принятие которых необходимо
для выражения операций в QMV-алгебре. Эти ограничения выражены следующими посту-
латами:

1.Rabc⇒ Rbac
2.R2(ab)cd⇔ R2a(bc)d
3. ∀a∃!xRax1
4.Ra11⇒ R011
5.R000
6.Raa∗1
7. a ≤ b⇒ b∗ ≤ a∗

8. a∗∗ = a

Определение 2. Квантовой реляционной моделью будем называть упорядоченную семер-
куM =< S,R, ∗, ρ, 0, 1 >, где
< S,R, ∗, 0, 1 > квантовой является реляционной структурой
ρ является функцией верификации ρ : A×S → [0, 1], которая всякому эффекту в некото-
ром состоянии сопоставляет число из интервала действительных [0, 1], которое выражает
его борновскую вероятность;
0,1 являются выделенными состояниями в S.

Функция ρ описывается как функция, которая всякой пропозициональной переменной
или формуле A, находящейся в состоянии ϕ, сопоставляет действительное число из ин-
тервала [0,1], и которая обозначает ту вероятность, с которойA выполнима в состоянии ϕ.

Обозначим за ‖A‖a множество {ϕ ∈ S : ρ(A,ϕ) = a} всех состояний, в дальнейшем
называемое a−пропозицией или a−экстенсионалом эффекта, то есть множество тех
состояний в которых борновская вероятность эффекта A имеет значение a.
Пропозиции образуются следующим образом:
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‖α‖a = {ϕ ∈ S : ρ(α, ϕ) = a} ⊆ P(S);
‖A′‖a = {ψ∗ ∈ S : Rϕψx & ρ(A,ϕ) = a & ρ(A,ψ) = 1− a}
‖A ⊕ B‖a = {ψ ∈ S : Rϕ1, ϕ2, ψ & ρ(A,ϕ1) = b & ρ(B,ϕ2) = c & (a = b + c & b + c ≤
1) ∨ a = 1}
‖A�B‖a = {ψ ∈ S : Rϕ1, ϕ2, ψ & ρ(A,ϕ1) = b & ρ(B,ϕ2) = c & (a = b+ c−1 & b+ c ≥
1) ∨ a = 0}
‖A e B‖a = {ψ ∈ S : R2ϕ1, (ϕ

∗
1, ϕ2)ψ & ρ(B,ϕ1) = b & ρ(B′, ϕ∗1) = 1 − b & ρ(A,ϕ2) =

c & (a = b & b ≤ c) ∨ (a = c & c ≤ 1− b)}
Определим теперь экстенсионалы как:
‖A‖ =

⋃
a

‖A‖a; ‖A′‖ =
⋃
a

‖A′‖a; ‖A ⊕ B‖ =
⋃
a

‖A ⊕ B‖a; ‖A � B‖ =
⋃
a

‖A � B‖a;

‖A eB‖ =
⋃
a

‖A eB‖a; ‖0‖ = ∅; ‖1‖ = S;

Обозначая множество всех экстенсионалов какΠ, зададимфункцию оценки v, которая
сопоставляет всякому эффекту значение его экстенсионала из Π:

v(A) = ‖A‖
v(A′) = ‖A′‖
v(A⊕B) = ‖A⊕B‖
v(A�B) = ‖A�B‖
v(A dB) = ‖A dB‖
Учитывая вышеуказанные постулаты можно определить функцию оценки
v(A′) = v(A)′

v(A⊕B) = v(A)⊕ v(B)
v(A�B) = v(A)� v(B)
v(A dB) = v(A) d v(B)
Определим теперь понятие алгебраического следования эффектов в QMV-алгебре. A

влечет B в реализации в QMV-алгебре QMV, записывая это как A |=QMV B, тогда и
только тогда, когда A ≤ B. A алгебраически влечет B (A |=A B) тогда и только тогда,
когда для любой QMV имеет место A |=QMV B.

Будем говорить, что A реляционно влечет B в квантовой реляционной модели M =
〈S,R,∗ , ρ, 0, 1〉, записывая это какA |=M B, тогда и только тогда, когда ∀ϕ ∈ S(ρ(A,ϕ) ≤
ρ(B,ϕ)). A реляционно влечет B (A |=R B) тогда и только тогда, когда для любой M
имеет место A |=M B.

Определение 3. Крипкевская реализация для квантовой многозначной логики
Крипкевская реализация QLE представляет собой систему K = 〈S,R,∗ , ρ, 0, 1,Π, v〉,
где:

(1) 〈S,R,∗ , ρ, 0, 1〉 есть реляционная модель, а Π является множеством экстенсионалов,
содержащим ∅,S и замкнутым относительно ′, ⊕, �, и d;

(2) v есть функция, сопоставляющая любой формуле (эффекту) экстенсионал из Π, удо-
влетворяющий следующим условиям:

v(A) = ‖A‖
v(A′) = ‖A′‖
v(A⊕B) = ‖A⊕B‖
v(A�B) = ‖A�B‖
v(A dB) = ‖A dB‖

138 Логико-философские штудии. Том 16 (№1–2), 2018



СИМВОЛИЧЕСКАЯ ЛОГИКА И ОСНОВАНИЯ МАТЕМАТИКИ

Вместо i ∈ v(A) мы будем писать i |=K A и будем читать "A имеет ненулевую борнов-
скую вероятность в состоянии i".

Теорема 1. (i) Если A |=QMV B, то существует такая крипкевская реализация KQMV,
что A |=QMV B тогда и только тогда, когда A |=KQMV B. (ii) Если A |=K B, то
существует такая реализация в QMV-алгебре QMVK,что A |=K B тогда и только
тогда, когда A |=QMVK B.

Работа выполнена при поддержке РГНФ. Грант № 16-03-00364.
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