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Аннотация. В (Попов 2018) проводилось исследование счетно-бесконечной иерархии таб-
личных 𝑃𝑁𝐿-логик — логик 𝑃𝑁𝐿[3], 𝑃𝑁𝐿[4], 𝑃𝑁𝐿[5] и т. д. Центральный результат
предлагаемой статьи: ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2] является разрешимой паранормальной логикой.
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OF ALL TABULAR 𝑃𝑁𝐿-LOGICS
Abstract. In previous work (Попов 2018), we studied one countably infinite hierarchy of tabular
𝑃𝑁𝐿-logics (that is, 𝑃𝑁𝐿[3], 𝑃𝑁𝐿[4], 𝑃𝑁𝐿[5] and so on). The central result of the present
article: ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2] is a decidable paranormal logic.
Keywords: decidable logic, paranormal logic, logical matrix, tabular logic.

ДЛЯ ЦИТИРОВАНИЯ: Попов В. М. О разрешимости пересечения всех табличных PNL-логик //
Логико-философские штудии. 2021. Т. 19, №3. С. 203–246. DOi: 10.52119/LPHS.2021.85.26.003.

Основной текст работы состоит из двух параграфов (§ 1 и § 2). В § 1 описаны язык
рассматриваемых логик и сами эти логики, даны требуемые определения, согла-
шения и замечания, доказано, что ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2] является паранормальной ло-
гикой. В § 2 показано, что ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2] есть разрешимая логика. Завершает
статью миниатюрная заключительная часть, в которой сделан вывод о том, что
∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2] есть пересечение всех табличных 𝑃𝑁𝐿-логик, являющееся раз-
решимой нетабличной паранормальной логикой, и указано, что множество всех
𝑃𝑁𝐿-логик счетно-бесконечно.
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1

Язык 𝐿 является стандартно определяемым пропозициональным языком, алфавит
которого есть множество {&, ∨, ⊃, ¬, ), (, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, …} символов. Здесь &, ∨, ⊃ —
бинарные логические связки языка 𝐿, ¬ — унарная логическая связка языка 𝐿, ),
( — технические символы языка 𝐿, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, … — пропозициональные переменные
языка 𝐿.
Определение 𝐿-формулы обычно: (1) если 𝐴 есть пропозициональная перемен-

ная языка 𝐿, то 𝐴 есть 𝐿-формула, (2) если 𝐴 и 𝐵 являются 𝐿-формулами, то
(𝐴&𝐵), (𝐴 ∨ 𝐵), (𝐴⊃𝐵), (¬𝐴) являются L-формулами, (3) ничто другое не явля-
ется 𝐿-формулой.
Определение 1. Логикой называем непустое множество 𝐿-формул, замкнутое
относительно правила modus ponens в 𝐿 и относительно правила пропозициональ-
ной подстановки в 𝐿.
Заметим, что «правило пропозициональной подстановки в 𝐿» есть сокращение

для «правило подстановки 𝐿-формулы в 𝐿-формулу вместо пропозициональной
переменной языка L».

Определение 2. Называем 𝑇 теорией логики L, если L есть логика, 𝑇 есть мно-
жество 𝐿-формул, включающее L и замкнутое относительно правила modus ponens
в 𝐿.
Определение 3. Называем 𝑇 противоречивой теорией логики L, если 𝑇 есть
теория логики L и для некоторой 𝐿-формулы 𝐴: 𝐴 ∈ 𝑇 и (¬𝐴) ∈ 𝑇 .
Определение 4. Называем 𝑇 паранепротиворечивой теорией логики L, если 𝑇
есть противоречивая теория логики L и 𝑇 не является множеством всех 𝐿-формул.
Определение 5. Называем L паранепротиворечивой логикой, если существует
паранепротиворечивая теория логики L.

Определение 6. Называем 𝑇 полной теорией логики L, если 𝑇 есть теория ло-
гики L и для всякой 𝐿-формулы 𝐴: 𝐴 ∈ 𝑇 или (¬𝐴) ∈ 𝑇 .
Определение 7. Называем 𝑇 параполной теорией логики L, если 𝑇 есть теория
логики L, не являющаяся полной теорией логики L, и всякая полная теория логики
L, включающая 𝑇 , равна множеству всех 𝐿-формул.
Определение 8. Называем L параполной логикой, если существует параполная
теория логики L.

Определение 9. Называем L паранормальной логикой, если L является паране-
противоречивой логикой и параполной логикой.
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Соглашение 1. Обозначаем через 𝑁 множество всех целых положительных чи-
сел.

Соглашение 2. Обозначаем {𝑥 | 𝑘 ∈ 𝑁, 𝑘 > 2, для некоторого 𝑦 из 𝑁 : 𝑦 ≤ 𝑘 и
𝑥 = 1

𝑦} через [𝑘].

Например, [3] = {1, 1
2, 1

3}, [4] = {1, 1
2, 1

3, 1
4}, [5] = {1, 1

2, 1
3, 1

4, 1
5}.

Соглашение 3. Обозначаем {⟨𝑥, 𝑦, 𝑧⟩ | 𝑘 ∈ 𝑁 , 𝑘 > 2, 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑘] и 𝑧 = 𝑚𝑖𝑛({𝑥, 𝑦})}
через &[𝑘].

Соглашение 4. Обозначаем {⟨𝑥, 𝑦, 𝑧⟩ | 𝑘 ∈ 𝑁 , 𝑘 > 2, 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑘] и 𝑧 = 𝑚𝑎𝑥({𝑥, 𝑦})}
через ∨[𝑘].

Соглашение 5. Обозначаем

{⟨𝑥, 𝑦, 𝑧⟩ ∣ 𝑘 ∈ 𝑁, 𝑘 > 2, 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑘] и 𝑧 = {1, если 𝑥 ≤ 𝑦,
𝑦, если 𝑥 > 𝑦, }

через ⊃[𝑘].

Соглашение 6. Обозначаем

⎧{{
⎨{{⎩

⟨𝑥, 𝑦⟩ | 𝑘 ∈ 𝑁, 𝑘 > 2, 𝑥 ∈ [𝑘] и 𝑦 =

⎧{{
⎨{{⎩

1, если 𝑥 = 1
2,

1
2, если 𝑥 = 1,

𝑥, если 𝑥 ≠ 1 и 𝑥 ≠ 1
2,

⎫}}
⎬}}⎭

через ¬[𝑘].

Ясно, что для всякого целого числа 𝑘, которое больше 2, &[𝑘], ∨[𝑘] и ⊃[𝑘]
являются бинарными операциями на [𝑘], а ¬[𝑘] есть унарная операция на 𝑘.

Соглашение 7. Обозначаем упорядоченную шестерку ⟨[𝑘], {1}, &[𝑘], ∨[𝑘], ⊃[𝑘],
¬[𝑘]⟩, где 𝑘 ∈ 𝑁 и 𝑘 > 2, через 𝑀[𝑘].

Очевидно следующее: для всякого такого 𝑘, что 𝑘 ∈ 𝑁 и 𝑘 > 2, верно, что 𝑀[𝑘]
есть логическая матрица.

Определение 10. Называем 𝑣 оценкой языка 𝐿 в логической матрице 𝑀[𝑘] (или
𝑀[𝑘]-оценкой), если 𝑘 ∈ 𝑁 , 𝑘 > 2 и 𝑣 есть отображение множества всех пропози-
циональных переменных языка 𝐿 в [𝑘].
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Замечание 1. Можно доказать, что для всякого такого 𝑘 из 𝑁 , что 𝑘 > 2, су-
ществует такое единственное отображение (обозначаем его через 𝑓[𝑘]) множества
всех упорядоченных пар, имеющих вид ⟨𝐴, 𝑣⟩, где 𝐴 есть 𝐿-формула и 𝑣 есть 𝑀[𝑘]-
оценка, в множество [𝑘], что выполняются следующие условия:

(У1.k) 𝑓[𝑘](⟨𝑞, 𝑣⟩) = 𝑣(𝑞) для всякой 𝑀[𝑘]-оценки 𝑣 и для всякой пропозициональ-
ной переменной 𝑞 языка 𝐿,

(У2.k) 𝑓[𝑘](⟨(𝐴&𝐵), 𝑣⟩) = (𝑓[𝑘](⟨𝐴, 𝑣⟩)&[𝑘]𝑓[𝑘](⟨𝐵, 𝑣⟩)) для всякой 𝑀[𝑘]-оценки 𝑣 и
для всяких 𝐿-формул 𝐴 и 𝐵 языка 𝐿,

(У3.k) 𝑓[𝑘](⟨(𝐴 ∨ 𝐵), 𝑣⟩) = (𝑓[𝑘](⟨𝐴, 𝑣⟩) ∨ [𝑘]𝑓[𝑘](⟨𝐵, 𝑣⟩)) для всякой 𝑀[𝑘]-оценки 𝑣 и
для всяких 𝐿-формул 𝐴 и 𝐵 языка 𝐿,

(У4.k) 𝑓[𝑘](⟨(𝐴 ⊃ 𝐵), 𝑣⟩) = (𝑓[𝑘](⟨𝐴, 𝑣⟩)⊃[𝑘]𝑓[𝑘](⟨𝐵, 𝑣⟩)) для всякой 𝑀[𝑘]-оценки 𝑣 и
для всяких 𝐿-формул 𝐴 и 𝐵 языка 𝐿,

(У5.k) 𝑓[𝑘](⟨(¬𝐴), 𝑣⟩) = ¬[𝑘](𝑓[𝑘](⟨𝐴, 𝑣⟩)) для всякой 𝑀[𝑘]-оценки 𝑣 и для всякой
𝐿-формулы 𝐴 языка 𝐿.

Соглашение 8. Результат применения отображения 𝑓[𝑘] (где 𝑘 ∈ 𝑁 и 𝑘 > 2) к
упорядоченной паре ⟨𝐴, 𝑣⟩, где 𝐴 есть 𝐿-формула и 𝑣 есть𝑀[𝑘]-оценка, обозначаем
через |𝐴|𝑀[𝑘]

𝑣 .

Определение 11. Называем 𝐴 𝑀[𝑘]-общезначимой формулой, если 𝐴 есть 𝐿-
формула, 𝑘 ∈ 𝑁 , 𝑘 > 2, для всякой 𝑀[𝑘]-оценки 𝑣 |𝐴|𝑀[𝑘]

𝑣 = 1.

Соглашение 9. Обозначаем {𝐴 | 𝑘 ∈ 𝑁 , 𝑘 > 2, 𝐴 есть 𝑀[𝑘]-общезначимая фор-
мула } через 𝑃𝑁𝐿[𝑘].

В [1] доказана теорема 5, гласящая, что для всякого целого числа 𝑘, которое
больше 2, 𝑃𝑁𝐿[𝑘] есть паранормальная логика.

Замечание 2. ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2] равно пересечению семейства {𝑃𝑁𝐿[3], 𝑃𝑁𝐿[4],
𝑃𝑁𝐿[5], …} множеств.

Соглашение 10. Множество всех пропозициональных переменных языка 𝐿, вхо-
дящих в 𝐿-формулу 𝐴, обозначаем через 𝑊(𝐴).

Лемма 1. ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2] является логикой.

Ясно, что ввиду определения 1 для доказательства леммы 1 достаточно дока-
зать следующие три утверждения.

Утверждение 1. ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2] есть непустое множество 𝐿-формул.
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Утверждение 2. Для всяких 𝐿-формул 𝐴 и 𝐵: если 𝐴 ∈ ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2] и (𝐴 ⊃
𝐵) ∈ ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2], то 𝐵 ∈ ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2].
Утверждение 3. Для всяких 𝐿-формул 𝐴 и 𝐵: если 𝐴 ∈ ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2] и 𝐵
есть результат применения к 𝐴 правила пропозициональной подстановки в 𝐿, то
𝐵 ∈ ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2].
Докажем утверждение 1.
Ясно, что

(1) ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2] есть множество L-формул.
Легко убедиться, что

(2) для всякого 𝑖 из 𝑁 (𝑝1⊃𝑝1) есть 𝑀[𝑖 + 2]-общезначимая формула.

(3) для всякого 𝑖 из 𝑁 (𝑝1⊃𝑝1) ∈ 𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2] (из (2), по соглашению 9).
Опираясь на утверждение (3), получаем, что

(4) (𝑝1 ⊃ 𝑝1) ∈ ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2].
Опираясь на утверждения (1) и (4), получаем, что ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2] есть непустое
множество 𝐿-формул.
Утверждение 1 доказано.
Докажем утверждение 2.

(1) 𝐴0 есть 𝐿-формула (допущение).

(2) 𝐵0 есть 𝐿-формула (допущение).

(3) 𝐴0 ∈ ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2] и (𝐴0⊃𝐵0) ∈ ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2] (допущение).

(4) 𝐵0 ∉ ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2] (допущение).
В свете утверждения (4) ясно, что

(5) для некоторого 𝑛 из 𝑁 𝐵0 ∉ 𝑃𝑁𝐿[𝑛 + 2].
Пусть

(6) 𝑛0 ∈ 𝑁 , 𝐵0 ∉ 𝑃 𝑁𝐿[𝑛0 + 2].

(7) 𝑛0 ∈ 𝑁 (из (6)).

(8) 𝐵0 ∉ 𝑃 𝑁𝐿[𝑛0 + 2] (из (6)).
Опираясь на утверждения (3) и (7), получаем, что
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(9) 𝐴0 ∈ 𝑃 𝑁𝐿[𝑛0 + 2] и (𝐴0⊃𝐵0) ∈ 𝑃𝑁𝐿[𝑛0 + 2].
Ввиду утверждения (9) и того, что 𝑃𝑁𝐿[𝑛0 + 2] есть множество 𝐿-формул, за-
мкнутых относительно modus ponens в 𝐿, получаем, что
(10) 𝐵0 ∈ 𝑃𝑁𝐿[𝑛0 + 2].
Утверждение (10) противоречит утверждению (8). Следовательно, неверно допу-
щение (4). Но тогда

(11) 𝐵0 ∈ ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2].
Снимая допущения (3), (2), (1) и обобщая, завершаем доказательство утвержде-
ния 2.
Утверждение 2 доказано.
Докажем утверждение 3.

(1) 𝐴0 есть 𝐿-формула (допущение).
(2) 𝐵0 есть 𝐿-формула (допущение).
(3) 𝐴0 ∈ ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2] и 𝐵0 есть результат применения к 𝐴0 правила пропози-

циональной подстановки в 𝐿 (допущение).
(4) 𝐵0 ∉ ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2] (допущение).
В свете утверждения (4) ясно, что

(5) для некоторого 𝑛 из 𝑁 𝐵0 ∉ 𝑃𝑁𝐿[𝑛 + 2].
Пусть

(6) 𝑛0 ∈ 𝑁 , 𝐵0 ∉ 𝑃𝑁𝐿[𝑛0 + 2].
(7) 𝑛0 ∈ 𝑁 (из (6)).

(8) 𝐵0 ∉ 𝑃 𝑁𝐿[𝑛0 + 2] (из (6)).
Опираясь на утверждения (3) и (7), получаем, что

(9) 𝐴0 ∈ 𝑃 𝑁𝐿[𝑛0 + 2].
Ввиду утверждения (9) и того, что 𝑃𝑁𝐿[𝑛0+2] есть множество 𝐿-формул, замкну-
тое относительно правила пропозициональной подстановки в 𝐿, получаем, что
(10) 𝐵0 ∈ 𝑃𝑁𝐿[𝑛0 + 2].
Утверждение (10) противоречит утверждению (8). Следовательно, неверно допу-
щение (4). Но тогда
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(11) 𝐵0 ∈ ∩𝑖∈𝑁𝑃 𝑁𝐿[𝑖 + 2].

Снимая допущения (3), (2), (1) и обобщая, завершаем доказательство утвержде-
ния 3.
Утверждение 3 доказано.
Итак, лемма 1 доказана.

Лемма 2. (принцип обратной наследуемости свойства «быть паранепротиворе-
чивой логикой»). Для всяких логик 𝐿1 и 𝐿2: если 𝐿1 включается в 𝐿2 и 𝐿2 есть
паранепротиворечивая логика, то 𝐿1 есть паранепротиворечивая логика.

Докажем лемму 2.

(1) 𝐿1 есть логика (допущение).

(2) 𝐿2 есть логика (допущение).

(3) 𝐿1 включается в 𝐿2 и 𝐿2 есть паранепротиворечивая логика (допущение).

(4) 𝐿1 включается в 𝐿2 (из (3)).

(5) 𝐿2 есть паранепротиворечивая логика (из (3)).

(6) Существует паранепротиворечивая теория логики 𝐿2 (из (5), по определе-
нию 5).

Пусть

(7) 𝑇 есть паранепротиворечивая теория логики 𝐿2.

(8) 𝑇 есть противоречивая теория логики 𝐿2 (из (7), по определению 4).

(9) 𝑇 не является множеством всех 𝐿-формул (из (7), по определению 4).

(10) 𝑇 есть теория логики 𝐿2 (из (8), по определению 3).

(11) Для некоторой 𝐿-формулы 𝐴: 𝐴 ∈ 𝑇 и (¬𝐴) ∈ 𝑇 (из (8), по определению 3).

(12) 𝑇 есть множество 𝐿-формул, включающее 𝐿2 (из (10), по определению 2).

(13) 𝑇 есть множество 𝐿-формул, замкнутое относительно правила modus ponens
в 𝐿 (из (10), по определению 2).

(14) 𝑇 есть множество 𝐿-формул, включающее 𝐿1 (из (4) и (12)).

Опираясь на утверждения (1), (13), (14) и используя определение 2, получаем, что
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(15) 𝑇 есть теория логики 𝐿1.

(16) 𝑇 есть противоречивая теория логики 𝐿1 (из (11) и (15), по определению 3).

(17) 𝑇 есть паранепротиворечивая теория логики 𝐿1 (из (9) и (16), по определе-
нию 4).

Опираясь на утверждение (17) и используя определение 5, делаем вывод, что 𝐿1
есть паранепротиворечивая логика.
Лемма 2 доказана.

Лемма 3. (принцип обратной наследуемости свойства «быть параполной логи-
кой»). Для всяких логик 𝐿1 и 𝐿2: если 𝐿1 включается в 𝐿2 и 𝐿2 есть параполная
логика, то 𝐿1 есть параполная логика.

Докажем лемму 3.

(1) 𝐿1 есть логика (допущение).

(2) 𝐿2 есть логика (допущение).

(3) 𝐿1 включается в 𝐿2 и 𝐿2 есть параполная логика (допущение).

(4) 𝐿1 включается в 𝐿2 (из (3)).

(5) 𝐿2 есть параполная логика (из (3)).

(6) Существует параполная теория логики 𝐿2 (из (5), по определению 8).

Пусть

(7) 𝑇 есть параполная теория логики 𝐿2.

(8) 𝑇 есть теория логики 𝐿2, 𝑇 не является полной теорией логики 𝐿2, всякая
полная теория логики 𝐿2, включающая 𝑇 , равна множеству всех 𝐿-формул
(из (7), по определению 7).

(9) 𝑇 есть теория логики 𝐿2 (из (8)).

(10) 𝑇 есть множество всех 𝐿-формул, включающее 𝐿2 и замкнутое относительно
правила modus ponens в 𝐿 (из (9), по определению 2).

Опираясь на утверждение (10), получаем, что верны утверждения (11) и (12).

(11) 𝑇 есть множество 𝐿-формул, включающее 𝐿2.

(12) Для всяких 𝐿-формул 𝐴 и 𝐵: если 𝐴 ∈ 𝑇 и (𝐴⊃𝐵) ∈ 𝑇 , то 𝐵 ∈ 𝑇 .
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Опираясь на утверждения (4) и (11), получаем, что

(13) 𝑇 есть множество 𝐿-формул, включающее 𝐿1.

(14) 𝑇 есть теория логики 𝐿1 (из (1), (12), (13), по определению 2).

(15) 𝑇 не является полной теорией логики 𝐿2 (из (8))

Опираясь на утверждение (15) и применяя определение 6, получаем, что

(16) 𝑇 не является теорией логики 𝐿2 или для некоторой 𝐿-формулы 𝐴: 𝐴 ∉ 𝑇 и
(¬𝐴) ∉ 𝑇 .

(17) Для некоторой 𝐿-формулы 𝐴: 𝐴 ∈ 𝑇 и (¬𝐴) ∉ 𝑇 (из (9) и (16)).

Применяя определение 6, получаем, что

(18) если 𝑇 есть полная теория логики 𝐿1, то для всякой 𝐿-формулы 𝐴: 𝐴 ∈ 𝑇
или (¬𝐴) ∈ 𝑇 .

(19) 𝑇 не является полной теорией логики 𝐿1 (из (17) и (18)).

(20) Всякая полная теория логики 𝐿2, включающая 𝑇 , равна множеству всех 𝐿-
формул (из (6)).

Нам потребуется следующее утверждение (21).

(21) Для всякого множества 𝑄 𝐿-формул, включающего 𝑇 и замкнутого отно-
сительно правила modus ponens в 𝐿, выполняется условие: если для всякой
𝐿-формулы 𝐴 верно, что 𝐴 ∈ 𝑄 или (¬𝐴) ∈ 𝑄, то 𝑄 равно множеству всех
𝐿-формул.

Докажем утверждение (21).

(21.1) 𝑄0 есть множество 𝐿-формул (допущение).

(21.2) 𝑇 включается в 𝑄0 (допущение).

(21.3) 𝑄0 замкнуто относительно правила modus ponens в 𝐿 (допущение).

(21.4) Для всякой 𝐿-формулы 𝐴: 𝐴 ∈ 𝑄0 или (¬𝐴) ∈ 𝑄0 (допущение).

(21.5) 𝐿2 включается в 𝑄0 (из (11) и (21.2)).

(21.6) 𝐿2 есть логика (из (2)).

(21.7) 𝑄0 есть теория логики 𝐿2 (из (21.1), (21.3), (21.6), по определению 2).
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(21.8) 𝑄0 есть полная теория логики 𝐿2 (из (21.4), (21.7), по определению 6).

(21.9) 𝑄0 есть полная теория логики 𝐿2, включающая 𝑇 (из (21.2) и (21.8)).

(21.10) 𝑄0 равно множеству всех 𝐿-формул (из (20) и (21.9)).

Снимая допущения (21.4), (21.3), (21.2), (21.1) и обобщая, завершаем доказатель-
ство утверждения (21).
Утверждение (21) доказано.
Утверждение (21) используем при доказательстве следующего утверждения (22).

(22) Всякая полная теория логики 𝐿1, включающая 𝑇 , равна множеству всех 𝐿-
формул.

Докажем утверждение (22).

(22.1) 𝑅 есть полная теория логики 𝐿1, включающая 𝑇 (допущение).

(22.2) 𝑅 есть полная теория логики 𝐿1 (из (22.1)).

(22.3) 𝑇 включается в 𝑅 (из (22.1)).

(22.4) 𝑅 есть теория логики 𝐿1 (из (22.2), по определению 6).

(22.5) Для всякой 𝐿-формулы 𝐴: 𝐴 ∈ 𝑅 или (¬𝐴) ∈ 𝑅 (из (22.2), по определе-
нию 6).

(22.6) 𝑅 есть множество 𝐿-формул, замкнутое относительно правила modus ponens
в 𝐿 (из (22.4), по определению 2).

(22.7) 𝑅 равно множеству всех 𝐿-формул (из (21), (22.3), (22.5), (22.6)).

Снимая допущение (22.1) и обобщая, завершаем доказательство утверждения (22).
Утверждение (22) доказано.

(23) 𝑇 является параполной теорией логики 𝐿1 (из (14), (19), (22), по определе-
нию 7).

Опираясь на утверждение (23) и используя определение 8, получаем, что

(24) 𝐿1 есть параполная логика.

Снимая допущения (3), (2), (1) и обобщая, завершаем доказательство леммы 3.
Лемма 3 доказана.
Используя лемму 2, лемму 3 и определение 9, приходим к выводу, что верна

следующая лемма 4.
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Лемма 4. (принцип обратной наследуемости свойства «быть паранормальной ло-
гикой»). Для всяких логик 𝐿1 и 𝐿2: если 𝐿1 включается в 𝐿2 и 𝐿2 есть паранор-
мальная логика, то 𝐿1 есть паранормальная логика.

Теорема 1. ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2] есть паранормальная логика.
Докажем теорему 1.
Опираясь на теорему 5 из (Попов 2018) (формулировка этой теоремы приво-

дилась выше) и учитывая, что 3 есть целое число, которое больше 2, получаем,
что

(1) 𝑃𝑁𝐿[3] есть паранормальная логика.
Ясно, что верны следующие утверждения (2) и (3).

(2) 𝑃𝑁𝐿[3] есть логика.
(3) ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2] включается в 𝑃𝑁𝐿[3].
(4) если ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2] включается в 𝑃𝑁𝐿[3] и 𝑃𝑁𝐿[3] есть паранормальная

логика, то ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2] есть паранормальная логика (из утверждения (2)
и леммы 4).

(5) ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2] есть паранормальная логика (из (1), (3) и (4)).
Теорема 1 доказана.

2

В этом параграфе дано доказательство разрешимости паранормальной логики
∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2].
Методом индукции по построению формулы доказаны нижеследующие лем-

ма 5, лемма 6 и лемма 7.

Лемма 5. Для всякой 𝐿-формулы 𝐴, для всякого 𝑛 из 𝑁 , для всяких 𝑀[𝑛 + 2]-
оценок 𝑣1 и 𝑣2: если всякая пропозициональная переменная 𝑞 языка 𝐿, входящая
в 𝐴, такова, что 𝑣1(𝑞) = 𝑣2(𝑞), то |𝐴|𝑀[𝑛+2]

𝑣1 = |𝐴|𝑀[𝑛+2]
𝑣2 .

Лемма 6. Для всякой 𝐿-формулы 𝐴, для всяких𝑚 и 𝑛 из𝑁 и для всякой𝑀[𝑚+2]-
оценки 𝑣 верно, что |𝐴|𝑀[𝑚+2]

𝑣 = |𝐴|𝑀[𝑚+𝑛+2]
𝑣 .

Лемма 7. Для всякой 𝐿-формулы 𝐴, для всякого𝑚 из𝑁 , для всяких таких пропо-
зициональных переменных 𝑧1, … , 𝑧𝑚 языка 𝐿, что 𝑊(𝐴) включается в {𝑧1, … , 𝑧𝑚},
для всякого такого 𝑛 из 𝑁 , что 𝑛 > 2, и для всякой 𝑀[𝑛]-оценки 𝑣 верно, что
|𝐴|𝑀[𝑛]

𝑣 ∈ {1, 1
2, 𝑣(𝑧1), … , 𝑣(𝑧𝑚)}.
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Лемма 8. Для всякой 𝐿-формулы 𝐴 и для всякого 𝑚 из 𝑁 : если число всех
пропозициональных переменных языка 𝐿, входящих в 𝐴, меньше или равно 𝑚, то
верно следующее: 𝐴 есть 𝑀[𝑚 + 2]-общезначимая формула тогда и только тогда,
когда для всякого 𝑛 из 𝑁 𝐴 есть 𝑀[𝑚 + 𝑛 + 2]-общезначимая формула.
Докажем лемму 8.

(1) 𝐴0 есть 𝐿-формула (допущение).

(2) 𝑚0 ∈ 𝑁 (допущение).

(3) Число всех пропозициональных переменных языка 𝐿, входящих в 𝐴0, меньше
или равно 𝑚0 (допущение).

(4) 𝐴0 есть 𝑀[𝑚0 + 2]-общезначимая формула (допущение).

(5) Неверно, что для всякого 𝑛 из 𝑁 𝐴0 есть 𝑀[𝑚0 +𝑛+2]-общезначимая формула
(допущение).

(6) Для некоторого 𝑛 из 𝑁 𝐴0 не есть 𝑀[𝑚0 + 𝑛 + 2]-общезначимая формула
(из (5)).

Пусть

(7) 𝑛0 ∈ 𝑁 , 𝐴0 не есть 𝑀[𝑚0 + 𝑛0 + 2]-общезначимая формула.

(8) 𝑛0 ∈ 𝑁 (из (7)).

(9) 𝐴0 не есть 𝑀[𝑚0 + 𝑛0 + 2]-общезначимая формула (из (7)).
Разумеется, что

(10) 𝑚0 + 𝑛0 + 2 ∈ 𝑁 и 𝑚0 + 𝑛0 + 2 > 2.
В свете утверждений (1), (9), (10) и определения 11 ясно, что

(11) для некоторой 𝑀[𝑚0 + 𝑛0 + 2]-оценки 𝑣 |𝐴0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣 ≠ 1.

Пусть

(12) 𝑣0 есть 𝑀[𝑚0 + 𝑛0 + 2]-оценка, |𝐴0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ≠ 1.

(13) 𝑣0 есть 𝑀[𝑚0 + 𝑛0 + 2]-оценка (из (12)).

(14) |𝐴0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ≠ 1 (из (12)).

В свете утверждения (3) ясно, что
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(15) существуют такие попарно различные пропозициональные переменные 𝑧1, … ,
𝑧𝑚0

языка 𝐿, среди которых имеются все пропозициональные переменные
языка 𝐿, входящие в 𝐴0.

Пусть

(16) 𝑞1, … , 𝑞𝑚0
— попарно различные пропозициональные переменные языка 𝐿,

причем множество всех пропозициональных переменных языка 𝐿, входящих
в 𝐴0, включается в {𝑞1, … , 𝑞𝑚0

}.

(17) {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
} — попарно различные пропозициональные переменные языка 𝐿

(из (16)).

(18) Множество всех пропозициональных переменных языка 𝐿, входящих в 𝐴0,
включается в {𝑞1, … , 𝑞𝑚0

} (из (16)).

(19) 𝑣0(𝑞1) ∈ 𝑀[𝑚0 + 2], … , 𝑣0(𝑞𝑚0
) ∈ 𝑀[𝑚0 + 2] (допущение).

Условимся, что

(20) 𝑤 = {⟨𝑞, 𝑥⟩ ∣ 𝑞 есть пропозициональная переменная языка 𝐿

и 𝑥 = {𝑣0(𝑞), если 𝑣0(𝑞) ∈ 𝑀[𝑚0 + 2],
1, если 𝑣0(𝑞) ∉ 𝑀[𝑚0 + 2] }.

Ясно, что верны следующие утверждения (21), (22) и (23).

(21) 𝑤 есть 𝑀[𝑚0 + 2]-оценка.

(22) 𝑤 есть 𝑀[𝑚0 + 𝑛0 + 2]-оценка.

(23) 𝑚0 + 𝑛0 ∈ 𝑁 .

(24) Если для всякой пропозициональной переменной 𝑞 языка 𝐿, входящей в 𝐴0,
𝑣0(𝑞) = 𝑤(𝑞), то |𝐴0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 = |𝐴0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑤 (из (1), (13), (22), (23), по

лемме 5).

(25) 𝑞0 есть пропозициональная переменная языка 𝐿, входящая в 𝐴0 (допущение).

(26) 𝑞0 ∈ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
} (из (18) и (25)).

(27) 𝑣0(𝑞0) ∈ [𝑚0 + 2] (из (19) и (26)).

Опираясь на утверждение (20), получаем, что
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(28) ⟨𝑞0, 𝑣0(𝑞0)⟩ ∈ 𝑤 тогда и только тогда, когда

⟨𝑞0, 𝑣0(𝑞0)⟩ ∈ {⟨𝑞, 𝑥⟩ ∣ 𝑞 есть пропозициональная переменная языка 𝐿

и 𝑥 = {𝑣0(𝑞), если 𝑣0(𝑞) ∈ [𝑚0 + 2],
1, если 𝑣0(𝑞) ∉ [𝑚0 + 2] } .

Ясно, что

(29) ⟨𝑞0, 𝑣0(𝑞0)⟩ ∈ {⟨𝑞, 𝑥⟩ ∣ 𝑞 есть пропозициональная переменная языка 𝐿

и 𝑥 = {𝑣0(𝑞), если 𝑣0(𝑞) ∈ [𝑚0 + 2],
1, если 𝑣0(𝑞) ∉ [𝑚0 + 2] }

тогда и только тогда, когда 𝑞0 есть пропозициональная переменная языка 𝐿

и 𝑣0(𝑞0) = {𝑣0(𝑞0), если 𝑣0(𝑞) ∈ [𝑚0 + 2],
1, если 𝑣0(𝑞) ∉ [𝑚0 + 2] .

Опираясь на утверждение (25) и (27), получаем, что

(30) 𝑞0 есть пропозициональная переменная языка 𝐿 и

𝑣0(𝑞0) = {𝑣0(𝑞0), если 𝑣0(𝑞) ∈ [𝑚0 + 2],
1, если 𝑣0(𝑞) ∉ [𝑚0 + 2] .

(31) ⟨𝑞0, 𝑣0(𝑞0)⟩ ∈ 𝑤 (из (28), (29) и (30)).

Опираясь на утверждение (31), получаем, что

(32) 𝑣0(𝑞0) = 𝑤(𝑞0).
Снимая допущение (25) и обобщая, получаем, что

(33) для всякой пропозициональной переменной 𝑞0 языка 𝐿, входящей в𝐴0, 𝑣0(𝑞0) =
𝑤(𝑞0).

(34) |𝐴0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = |𝐴0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑤 (из (24) и (33)).

(35) |𝐴0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑤 ≠ 1 (из (14) и (34)).

(36) |𝐴0|𝑀[𝑚0+2]
𝑤 = |𝐴0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑤 (из (1), (2), (8), (21), по лемме 6).

(37) |𝐴0|𝑀[𝑚0+2]
𝑤 ≠ 1 (из (35) и (36)).
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(38) Для некоторой 𝑀[𝑚0 + 2]-оценки 𝑣 |𝐴0|𝑀[𝑚0+2]
𝑣 ≠ 1 (из (21) и (37)).

(39) Неверно, что 𝐴0 есть 𝑀[𝑚0 + 2]-общезначимая формула (из (38), по опреде-
лению 11).

Утверждение (39) противоречит утверждению (4). Следовательно, неверно допу-
щение (19). Но тогда верно следующее утверждение (40).

(40) Существует такая пропозициональная переменная 𝑞 языка 𝐿, что 𝑞 ∈ {𝑞1, … ,
𝑞𝑚0

} и 𝑣0(𝑞) ∉ [𝑚0 + 2].
Вспомним, что

(41) 1, 1
2 ∈ [𝑚0 + 2].

(42) Существует такая пропозициональная переменная 𝑞 языка 𝐿, что 𝑞 ∈ {𝑞1, … ,
𝑞𝑚0

} и 𝑣0(𝑞) ∉ {1, 1
2} (из (40) и (41)).

Разумеется, что

(42) число всех таких 𝑥, что 𝑥 = 𝑣0(𝑞) для некоторой пропозициональной пере-
менной 𝑞 языка 𝐿, принадлежащей множеству {𝑞1, … , 𝑞𝑚0

}, есть целое поло-
жительное число, которое меньше или равно 𝑚0.

Опираясь на утверждения (41) и (42), получаем, что

(43) число всех таких 𝑥, что 𝑥 = 𝑣0(𝑞) для некоторой пропозициональной перемен-
ной 𝑞 языка 𝐿, принадлежащей множеству {𝑞1, … , 𝑞𝑚0

}, и при этом 𝑥 ∉ {1, 1
2},

есть целое положительное число, которое меньше или равно 𝑚0.

Условимся, что

(44) 𝑚′ есть число всех таких 𝑥, что 𝑥 = 𝑣0(𝑞) для некоторой пропозициональной
переменной 𝑞 языка 𝐿, принадлежащей множеству {𝑞1, … , 𝑞𝑚0

}, и при этом
𝑥 ∉ {1, 1

2}.

Ввиду утверждений (43) и (44) ясно, что

(45) 𝑚′ есть целое положительное число.

Условимся, что

(46) 𝛼1, … , 𝛼𝑚′ — все такие 𝑥, что 𝑥 = 𝑣0(𝑞) для некоторой пропозициональной
переменной 𝑞 языка 𝐿, принадлежащей множеству {𝑞1, … , 𝑞𝑚0

}, и 𝑥 ∉ {1, 1
2},

причем 𝛼1 > … > 𝛼𝑚′.
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Ясно, что

(47) {𝑣0(𝑞1), … , 𝑣0(𝑞𝑚0
)} ⊆ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} ∪ {1, 1

2}.

Можно доказать, что

(48) существует единственное множество всех таких упорядоченных пар, каждая
упорядоченная пара ⟨𝑞, 𝑥⟩ из которого такова, что 𝑞 есть пропозициональная
переменная языка 𝐿, а

𝑥 =

⎧{{{{
⎨{{{{⎩

𝑣0(𝑞), если 𝑞 ∈ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
} и при этом 𝑣0(𝑞) = 1 или 𝑣0(𝑞) = 1

2,
1

1 + 2, если 𝑞 ∈ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
} и 𝑣0(𝑞) = 𝛼1,

⋮
1

𝑚′ + 2, если 𝑞 ∈ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
} и 𝑣0(𝑞) = 𝛼𝑚′,

1, если 𝑞 ∉ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
}.

Условимся, что

(49) 𝑢 есть то самое множество, существование и единственность которого утвер-
ждается в (48).

Понятно, что

(50) 𝑢 есть 𝑀[𝑚0 + 2]-оценка.

Можно доказать, что

(51) существует единственное множество всех таких упорядоченных пар, каждая
упорядоченная пара ⟨𝑥, 𝑦⟩ из которого такова, что 𝑥 ∈ [𝑚0 + 𝑛0 + 2], а

𝑦 =

⎧{{{{
⎨{{{{⎩

𝑥, если 𝑥 = 1 или 𝑥 = 1
2,

1
1 + 2, если 𝑥 = 𝛼1,
⋮

1
𝑚′ + 2, если 𝑥 = 𝛼𝑚′,
1, если 𝑥 ∉ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′

}.

Условимся, что
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(52) ℎ есть то самое множество существование и единственность которого утвер-
ждается в (51).

Опираясь на то, что 𝑚′ ≤ 𝑚0, нетрудно доказать, что

(53) ℎ есть отображение множества [𝑚0 + 𝑛0 + 2] в множество [𝑚0 + 2].

Нетрудно убедиться, что верны нижеследующие утверждения (54), (55), (56), (57)
и (58).

(54) Для всяких непустых конечных подмножеств𝑀1 и𝑀2 множества [𝑚0+𝑛0+2]:
если 𝑀1 = 𝑀2, то 𝑚𝑖𝑛(𝑀1) = 𝑚𝑖𝑛(𝑀2).

(55) Для всяких непустых конечных подмножеств 𝑀1 и 𝑀2 множества [𝑚0 + 2]:
если 𝑀1 = 𝑀2, то 𝑚𝑖𝑛(𝑀1) = 𝑚𝑖𝑛(𝑀2).

Заметим, что не существует минимума ни пустого множества, ни какого-либо бес-
конечного подмножества множества [𝑚0 + 𝑛0 + 2].

(56) Для всякого 𝑥 из [𝑚0 + 𝑛0 + 2] ℎ(𝑥) = ℎ(𝑥).

Заметим, что результат применения ℎ к 𝑥 не является определенным, если 𝑥 ∉
[𝑚0 + 𝑛0 + 2].

(57) ℎ(1) = 1.

(58) ℎ(1
2) = 1

2 .

Докажем теперь следующее утверждение (59).

(59) Для всякой 𝐿-формулы 𝐵 и для всякой 𝐿-формулы 𝐶: если 𝑊(𝐵) ⊆ {𝑞1, … ,
𝑞𝑚0

},𝑊(𝐶) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
} и |𝐵|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 < |𝐶|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 , то ℎ(|𝐵|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 )
< ℎ(|𝐶|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ).

(59.1) 𝐵0 есть 𝐿-формула (допущение).

(59.2) 𝐶0 есть 𝐿-формула (допущение).

(59.3) 𝑊(𝐵0) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
}, 𝑊(𝐶0) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0

} и |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 <

|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 (допущение).

(59.4) 𝑊(𝐵0) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
} (из (59.3)).

(59.5) 𝑊(𝐶0) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
} (из (59.3)).
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(59.6) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 < |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 (из (59.3)).

Ясно, что

(59.7) 𝑚0 + 𝑛0 + 2 ∈ 𝑁и 𝑚0 + 𝑛0 + 2 > 2.

Опираясь на утверждения (2), (13), (18), (59.1), (59.2), (59.4), (59.5), (59.7) и ис-
пользуя лемму 7, получаем, что верны следующие утверждения (59.8) и (59.9).

(59.8) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ {1, 1

2, 𝑣0(𝑞1), … , 𝑣0(𝑞𝑚0
)}.

(59.9) |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ {1, 1

2, 𝑣0(𝑞1), … , 𝑣0(𝑞𝑚0
)}.

Опираясь на то, что {1, 1
2, 𝑣0(𝑞1), … , 𝑣0(𝑞𝑚0

)} ⊆ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} ∪ {1, 1
2} (см. утвер-

ждение (47)), и на утверждения (59.8) и (59.9), получаем, что верны следующие
утверждения (59.10) и (59.11).

(59.10) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} ∪ {1, 1

2}.

(59.11) |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} ∪ {1, 1

2}.

Опираясь на утверждения (59.10) и (59.11), получаем, что

(59.12) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} и |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′},

или

|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} и |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 = 1,

или

|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} и |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 = 1
2 ,

или

|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 1 и |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′},

или
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|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 1 и |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 = 1,

или

|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 1 и |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 = 1
2 ,

или

|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 1

2 и |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′},

или

|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 1

2 и |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 1,

или

|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 1

2 и |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 1

2 .

Опираясь на утверждения (59.6) и (59.12), получаем, что

(59.13) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} и |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′},

или

|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} и |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 = 1,

или

|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} и |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 = 1
2 ,

или

|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 1

2 и |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 1.

(59.14) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} и |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} (допущение).
Опираясь на утверждения (45), (59.14) и на соглашение 1, получаем, что
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(59.15) для некоторого 𝑖 из 𝑁 верно, что 𝑖 ≤ 𝑚′ и |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 𝛼𝑖, и для

некоторого 𝑗 из 𝑁 верно, что 𝑗 ≤ 𝑚′ и |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 𝛼𝑗.

Пусть

(59.16) 𝑖0 ∈ 𝑁 , 𝑖0 ≤ 𝑚′, |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 𝛼𝑖0

, 𝑗0 ∈ 𝑁 , 𝑗0 ≤ 𝑚′, |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 𝛼𝑗0

,

(59.17) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 𝛼𝑖0

, |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 𝛼𝑗0

(из (59.16)).

(59.18) 𝛼𝑖0
< 𝛼𝑗0

(из (59.6) и (59.17)).

Но тогда

(59.19) 𝛼𝑗0
< 𝛼𝑖0

.

(59.20) 𝑖0 ∈ 𝑁 , 𝑖0 ≤ 𝑚′, 𝑗0 ∈ 𝑁 , 𝑗0 ≤ 𝑚′ (из (59.16)).

(59.21) 𝑖0 > 𝑗0 (из (46), (59.19) и (59.20)).

Опираясь на утверждения (51), (52), (53), (59.20), получаем, что

(59.22) ℎ(𝛼𝑖0
) = 1

𝑖0 + 2 и ℎ(𝛼𝑗0
) = 1

𝑗0 + 2 .

В свете утверждения (59.21) ясно, что

(59.23) 1
𝑖0 + 2 < 1

𝑗0 + 2 .

(59.24) ℎ(𝛼𝑖0
) < ℎ(𝛼𝑗0

) (из (59.22) и (59.23)).

(59.25) ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) < ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) (из (59.17) и (59.24)).
Снимая допущение (59.14), получаем, что

(59.26) если |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} и |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′}, то
ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) < ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ).

(59.27) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} и |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 = 1 (допущение).
Опираясь на утверждения (45), (59.27) и на соглашение 1, получаем, что

(59.28) существует такое 𝑖 из 𝑁 , что 𝑖 ≤ 𝑚′ и |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 𝛼𝑖.

Пусть

(59.29) 𝑖0 ∈ 𝑁 , 𝑖0 ≤ 𝑚′, |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 𝛼𝑖0

.
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Опираясь на утверждения (51), (52), (53) и (59.29), получаем, что

(59.30) ℎ(𝛼𝑖0
) = 1

𝑖0 + 2 .

В свете того, что 𝑖0 ∈ 𝑁 , ясно, что

(59.31) 1
𝑖0 + 2 < 1.

(59.32) ℎ(𝛼𝑖0
) < ℎ(1) (из (57), (59.30) и (59.31)).

(59.33) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 𝛼𝑖0

и |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 1 (из (59.27) и (59.29)).

(59.34) ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) < ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) (из (59.32) и (59.33)).

Снимая допущение (59.27), получаем, что

(59.35) если |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} и |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 = 1, то ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 )

< ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ).

(59.36) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} и |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 = 1
2 (допущение).

Опираясь на утверждения (45), (59.36) и на соглашение 1, получаем, что

(59.37) существует такое 𝑖 из 𝑁 , что 𝑖 ≤ 𝑚′ и |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 𝛼𝑖.

Пусть

(59.38) 𝑖0 ∈ 𝑁 , 𝑖0 ≤ 𝑚′, |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 𝛼𝑖0

.

Опираясь на утверждения (51), (52), (53) и (59.38), получаем, что

(59.39) ℎ(𝛼𝑖0
) = 1

𝑖0 + 2 .

В свете того, что 𝑖0 ∈ 𝑁 , ясно, что

(59.40) 1
𝑖0 + 2 < 1

2 .

(59.41) ℎ(𝛼𝑖0
) < ℎ(1

2) (из (58), (59.39) и (59.40)).

(59.42) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 𝛼𝑖0

и |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 1

2 (из (59.36) и (59.38)).
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(59.43) ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) < ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) (из (59.41) и (59.42)).
Снимая допущение (59.36), получаем, что

(59.44) если |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} и |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 = 1
2 ,

то ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) < ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ).

(59.45) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 1

2 и |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 1 (допущение).

Опираясь на утверждения (57) и (58), получаем, что

(59.46) ℎ(1
2) < ℎ(1).

(59.47) ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) < ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) (из (59.45) и (59.46)).
Снимая допущение (59.45), получаем, что

(59.48) если |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 1

2 и |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 1,

то ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) < ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ).

(59.49) ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) < ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) (из (59.13), (59.26), (59.35), (59.44) и
(59.48)).

Снимая допущения (59.3), (59.2), (59.1) и обобщая, завершаем доказательство
утверждения (59).
Утверждение (59) доказано.
Теперь докажем, что

(60) для всякой 𝐿-формулы 𝐴: если 𝑊(𝐴) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
}, то ℎ(|𝐴|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) =
|𝐴|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 .

Для доказательства утверждения (60) методом индукции по построению 𝐿-фор-
мулы достаточно доказать следующие утверждения (60.1), (60.2), (60.3), (60.4) и
(60.5).

(60.1) Для всякой пропозициональной переменной 𝑞 языка 𝐿: если 𝑊(𝑞) ⊆ {𝑞1, … ,
𝑞𝑚0

}, то ℎ(|𝑞|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |𝑞|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 .

(60.2) Для всякой 𝐿-формулы 𝐵, для всякой 𝐿-формулы 𝐶:
если [(если 𝑊(𝐵) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0

}, то ℎ(|𝐵|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |𝐵|𝑀[𝑚0+2]

𝑢

и
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(если 𝑊(𝐶) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
}, то ℎ(|𝐶|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) = |𝐶|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 ],

то верно следующее:
если 𝑊((𝐵&𝐶)) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0

}, то ℎ(|(𝐵&𝐶)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |(𝐵&𝐶)|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 .

(60.3) Для всякой 𝐿-формулы 𝐵, для всякой 𝐿-формулы 𝐶:
если [(если 𝑊(𝐵) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0

}, то ℎ(|𝐵|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |𝐵|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 )

и

(если 𝑊(𝐶) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
}, то ℎ(|𝐶|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) = |𝐶|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 )],

то верно следующее:
если 𝑊((𝐵 ∨𝐶)) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0

}, то ℎ(|(𝐵 ∨𝐶)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |(𝐵 ∨𝐶)|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 .

(60.4) Для всякой 𝐿-формулы 𝐵, для всякой 𝐿-формулы 𝐶:
если [(если 𝑊(𝐵) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0

}, то ℎ(|𝐵|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |𝐵|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 )

и

(если 𝑊(𝐶) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
}, то ℎ(|𝐶|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) = |𝐶|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 )],

то верно следующее:
если 𝑊((𝐵⊃𝐶)) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0

}, то ℎ(|(𝐵⊃𝐶)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |(𝐵⊃𝐶)|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 .

(60.5) Для всякой 𝐿-формулы 𝐵: если (если 𝑊(𝐵) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
}, то

ℎ(|𝐵|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |𝐵|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 ,
то верно следующее:
если 𝑊((¬𝐵)) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0

}), то ℎ(|(¬𝐵)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |(¬𝐵)|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 .

Докажем утверждение (60.1).

(60.1.1) 𝑞0 есть пропозициональная переменная языка 𝐿 (допущение).

(60.1.2) 𝑊(𝑞) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
} (допущение).

В свете утверждения (60.1.2) и того, что 𝑊(𝑞0) = {𝑞0}, ясно, что

(60.1.3) 𝑞0 ∈ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
}.

Ввиду утверждения (60.1.3) понятно, что

(60.1.4) 𝑣0(𝑞0) ∈ {𝑣0(𝑞1), … , 𝑣0(𝑞𝑚0
)}.

(60.1.5) 𝑣0(𝑞0) ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} ∪ {1, 1
2} (из (47) и (60.1.4)).
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(60.1.6) 𝑣0(𝑞0) ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} или 𝑣0(𝑞0) ∈ {1, 1
2} (из (60.1.5)).

Ясно, что

(60.1.7) |𝑞0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 𝑣0(𝑞0).

(60.1.8) 𝑣0(𝑞0) ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} (допущение).

(60.1.9) |𝑞0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} (из (60.1.7) и (60.1.8)).

(60.1.10) Существует такое целое положительное число 𝑖, что 𝑖 ≤ 𝑚′ и
|𝑞0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 = 𝛼𝑖 (из (45) и (60.1.9)).

Пусть

(60.1.11) 𝑖0 есть целое положительное число, 𝑖0 ≤ 𝑚′ и |𝑞0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 𝛼𝑖0

.

(60.1.12) |𝑞0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 𝛼𝑖0

(из (60.1.11)).

(60.1.13) 𝛼𝑖0
∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} (из (60.1.9) и (60.1.12)).

(60.1.14) ℎ(𝛼𝑖0
) = 1

𝑖0 + 2 (из (51), (52), (53) и (60.1.13)).

(60.1.15) ℎ(|𝑞0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = 1

𝑖0 + 2 (из (60.1.12) и (60.1.14)).

(60.1.16) 𝑣0(𝑞0) = 𝛼𝑖0
(из (60.1.7) и (60.1.12)).

(60.1.17) 𝑞0 ∈ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
} и 𝑣0(𝑞0) = 𝛼𝑖0

(из (60.1.3) и (60.1.16)).

(60.1.18) 𝑖0 есть целое положительное число, 𝑖0 ≤ 𝑚′ (из (60.1.11)).

Опираясь на утверждения (48), (49), (50), (60.1.17) и (60.1.18), получаем, что

(60.1.19) 𝑢(𝑞0) = 1
𝑖0 + 2 .

Ясно, что

(60.1.20) |𝑞0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 = 𝑢(𝑞0).

(60.1.21) |𝑞0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 = 1

𝑖0 + 2 (из (60.1.19) и (60.1.20)).

(60.1.22) ℎ(|𝑞0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |𝑞0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 (из (60.1.15) и (60.1.21)).
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Снимая допущение (60.1.8), получаем, что

(60.1.23) если 𝑣0(𝑞0) ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′}, то ℎ(|𝑞0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |𝑞0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 .

(60.1.24) 𝑣0(𝑞0) ∈ {1, 1
2} (допущение).

(60.1.25) 𝑣0(𝑞0) = 1 или 𝑣0(𝑞0) = 1
2 (из (60.1.24)).

(60.1.26) 𝑣0(𝑞0) = 1 (допущение).

(60.1.27) |𝑞0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 1 (из (60.1.7) и (60.1.26)).

(60.1.28) ℎ(|𝑞0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = 1 (из (57) и (60.1.27)).

(60.1.29) 𝑞0 ∈ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
} и при этом 𝑣0(𝑞0) = 1 или 𝑣0(𝑞0) = 1

2(из (60.1.3) и
(60.1.25)).

(60.1.30) ⟨𝑞0, 𝑣0(𝑞0)⟩ ∈ 𝑢 (из (48), (49) и (60.1.29)).

Опираясь на утверждения (50) и (60.1.30), получаем, что

(60.1.31) 𝑢(𝑞0) = 𝑣0(𝑞0).

(60.1.32) 𝑢(𝑞0) = 1 (из (60.1.26) и (60.1.31)).

Ясно, что

(60.1.33) |𝑞0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 = 𝑢(𝑞0).

(60.1.34) |𝑞0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 = 1 (из (60.1.32) и (60.1.33)).

(60.1.35) ℎ(|𝑞0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |𝑞0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 (из (60.1.28) и (60.1.34)).

Снимая допущение (60.1.26), получаем, что

(60.1.36) если 𝑣0(𝑞0) = 1, то ℎ(|𝑞0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |𝑞0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 .

Можно построить доказательство нижеследующего утверждения (∗), аналогичное
данному выше доказательству утверждения (60.1.36).

(∗) Если 𝑣0(𝑞0) = 1
2 , то ℎ(|𝑞0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) = |𝑞0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 .

Опираясь на утверждения (60.1.25), (60.1.36) и (∗), делаем вывод о том, что
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(∗∗) ℎ(|𝑞0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |𝑞0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 .

Снимая допущение (60.1.24), получаем, что

(∗∗∗) если 𝑣0(𝑞0) ∈ {1, 1
2}, то ℎ(|𝑞0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) = |𝑞0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 .

(∗∗∗∗) ℎ(|𝑞0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |𝑞0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 (из (60.1.6), (60.1.23) и (∗∗∗)).

Снимая допущения (60.1.2), (60.1.1) и обобщая, завершаем доказательство утвер-
ждения (60.1).
Утверждение (60.1) доказано.
Докажем утверждение (60.2).

(60.2.1) 𝐵0 есть 𝐿-формула (допущение).

(60.2.2) 𝐶0 есть 𝐿-формула (допущение).

(60.2.3) Если 𝑊(𝐵0) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
}, то ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) = |𝐵0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 , и если

𝑊(𝐶0) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
}, то ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) = |𝐶0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 (допущение).

(60.2.4) 𝑊((𝐵0&𝐶0)) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
} (допущение).

Ясно, что

(60.2.5) 𝑊(𝐵0) ⊆ 𝑊((𝐵0&𝐶0)) и 𝑊(𝐶0) ⊆ 𝑊((𝐵0&𝐶0)).

(60.2.6) 𝑊(𝐵0) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
} и 𝑊(𝐶0) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0

} (из (60.2.4) и (60.2.5)).

(60.2.7) ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |𝐵0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 и ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |𝐶0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 (из
(60.2.3) и (60.2.6)).

Опираясь на утверждения (1) и (8), получаем, что

(60.2.8) 𝑚0 + 𝑛0 + 2 ∈ 𝑁 , 𝑚0 + 𝑛0 + 2 > 2.

(60.2.9) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ {1, 1

2, 𝑣0(𝑞1), … , 𝑣0(𝑞𝑚0
)} и |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ∈ {1, 1
2, 𝑣0(𝑞1), … ,

𝑣0(𝑞𝑚0
)} (из (1), (13), (17), (60.2.1), (60.2.2), (60.2.6), (60.2.8), по лемме 7).

Понятно, что верны следующие утверждения (60.2.10) и (60.2.11).

(60.2.10) |(𝐵0&𝐶0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = (|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 &[𝑚0 + 𝑛0 + 2]|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ).

(60.2.11) (|(𝐵0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 &[𝑚0 + 𝑛0 + 2]|(𝐶0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) =
𝑚𝑖𝑛({|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 , |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 }).
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Опираясь на утверждение (56) и на то, что |(𝐵0&𝐶0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ [𝑚0 + 𝑛0 + 2],

получаем, что

(60.2.12) ℎ(|(𝐵0&𝐶0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = ℎ(|(𝐵0&𝐶0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ).

(60.2.13) ℎ(|(𝐵0&𝐶0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = ℎ((|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 &[𝑚0 + 𝑛0 + 2]|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ))

(из (60.2.10) и (60.2.12)).

(60.2.14) ℎ(|(𝐵0&𝐶0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = ℎ(𝑚𝑖𝑛({|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 , |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 })) (из

(60.2.11) и (60.2.13)).

Понятно, что верны следующие утверждения (60.2.15) и (60.2.16).

(60.2.15) |(𝐵0&𝐶0)|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 = (|𝐵0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 &[𝑚0 + 2]|𝐶0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 ).

(60.2.16) (|𝐵0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 &[𝑚0 + 2]|𝐶0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 ) = 𝑚𝑖𝑛({|𝐵0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 , |𝐶0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 }).

(60.2.17) |(𝐵0&𝐶0)|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 = 𝑚𝑖𝑛({|𝐵0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 , |𝐶0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 }) (из (60.2.15) и

(60.2.16)).

(60.2.18) |(𝐵0&𝐶0)|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 = 𝑚𝑖𝑛({ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ), ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 )}) (из

(60.2.7) и (60.2.17)).

Покажем, что

(60.2.19) ℎ(𝑚𝑖𝑛({|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 , |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 })) =
𝑚𝑖𝑛({ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ), ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 )}).

Ясно, что

(60.2.20) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 < |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 , или |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 , или
|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 < |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 .

(60.2.21) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 < |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 (допущение).

Опираясь на утверждение (60.2.21), получаем, что

(60.2.22) 𝑚𝑖𝑛({|𝐵0|𝑀[𝑚0+2]
𝑣0 , |𝐶0|𝑀[𝑚0+2]

𝑣0 }) = |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 .

Ясно, что

(60.2.23) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ [𝑚0 + 𝑛0 + 2].

(60.2.24) ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) (из (56) и (60.2.23)).
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(60.2.25) ℎ(𝑚𝑖𝑛({|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 , |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 })) = ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) (из (60.2.22)

и (60.2.24)).

(60.2.26) ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) < ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) (из (59), (60.2.1), (60.2.2) и (60.2.6)).

Опираясь на утверждение (60.2.26), получаем, что

(60.2.27) 𝑚𝑖𝑛({ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ), ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 )}) = ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ).

(60.2.28) ℎ(𝑚𝑖𝑛({|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 , |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 })) =
𝑚𝑖𝑛({ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ), ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 )}) (из (60.2.25) и (60.2.27)).

Снимая допущение (60.2.20), получаем, что

(60.2.29) если |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 < |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ,
то ℎ(𝑚𝑖𝑛({|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 , |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 })) =

𝑚𝑖𝑛({ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ), ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 )}).

(60.2.30) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 (допущение).

Опираясь на утверждение (60.2.30), получаем, что

(60.2.31) 𝑚𝑖𝑛({|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 , |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 }) = |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 .

Ясно, что

(60.2.32) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ [𝑚0 + 𝑛0 + 2].

(60.2.33) ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) (из (56) и (60.2.23)).

(60.2.34) ℎ(𝑚𝑖𝑛({|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 , |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 })) = ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) (из (60.2.31)

и (60.2.33)).

(60.2.35) ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) (из (60.2.30) и (60.2.33)).

Опираясь на утверждения (60.2.32) и (60.2.35), получаем, что

(60.2.36) 𝑚𝑖𝑛({ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ), ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 )}) = ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ).

(60.2.37) ℎ(𝑚𝑖𝑛({|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 , |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 })) = 𝑚
𝑖𝑛({ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ), ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 )}) (из (60.2.34) и (60.2.36)).

Снимая допущение (60.2.30), получаем, что

230 Логико-философские штудии. Том 19 (№3), 2021



ЛОГИКА СЕГОДНЯ

(60.2.38) если |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ,
то ℎ(𝑚𝑖𝑛({|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 , |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 })) =

𝑚𝑖𝑛({ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ), ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 )}).

Обоснование нижеследующего утверждения (⋆1) аналогично данному выше обос-
нованию утверждения (60.2.29).

(⋆1) Если |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 < |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ,
то ℎ(𝑚𝑖𝑛({|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 , |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 })) =

𝑚𝑖𝑛({ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ), ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 )}).

(⋆2) ℎ(𝑚𝑖𝑛({|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 , |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 })) =
𝑚𝑖𝑛({ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ), ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 )})

(из (60.2.20), (60.2.29), (60.2.38), (⋆1)).

Опираясь на утверждения (60.2.10), (60.2.11), (⋆2), получаем, что

(⋆3) ℎ(|(𝐵0&𝐶0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = 𝑚𝑖𝑛({ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ), ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 )}).

(⋆4) ℎ(|(𝐵0&𝐶0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = 𝑚𝑖𝑛({|𝐵0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 , |𝐶0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 }) (из (60.2.7) и (⋆3)).

(⋆5) ℎ(|(𝐵0&𝐶0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |(𝐵0&𝐶0)|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 (из (60.2.15), (60.2.16) и (⋆4)).

Снимая допущения (60.2.3), (60.2.2), (60.2.1) и обобщая, завершаем доказательство
утверждения (60.2).
Утверждение (60.2) доказано.
Аналогично доказано утверждение (60.3).
Докажем утверждение (60.4).

(60.4.1) 𝐵0 есть 𝐿-формула (допущение).

(60.4.2) 𝐶0 есть 𝐿-формула (допущение).

(60.4.3) Если 𝑊(𝐵0) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
}, то ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) = |𝐵0|𝑀[𝑛0+2]
𝑢 , и если

𝑊(𝐶0) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
}, то ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) = |𝐶0|𝑀[𝑛0+2]
𝑢 (допущение).

(60.4.4) 𝑊((𝐵0⊃𝐶0)) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
} (допущение).

Ясно, что

(60.4.5) 𝑊(𝐵0) ⊆ 𝑊((𝐵0⊃𝐶0)) и 𝑊(𝐶0) ⊆ 𝑊((𝐵0⊃𝐶0)).

(60.4.6) 𝑊(𝐵0) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
} и 𝑊(𝐶0) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0

} (из (60.4.4) и (60.4.5)).
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(60.4.7) ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |𝐵0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 и ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |𝐶0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 (из
(60.4.3) и (60.4.6)).

Нетрудно убедиться, что верны следующие утверждения (60.4.8), (60.4.9), (60.4.10).

(60.4.8) |(𝐵0⊃𝐶0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = (|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ⊃ [𝑚0 + 𝑛0 + 2]|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ).

(60.4.9) (|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ⊃ [𝑚0 + 𝑛0 + 2]|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) =

= {1, если |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ≤ |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ,
|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 , если |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 > |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 .

(60.4.10) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ≤ |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 или |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 > |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 .

(60.4.11) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ≤ |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 (допущение).

(60.4.12) (|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ⊃ [𝑚0 +𝑛0 +2]|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) = 1 (из (60.4.9) и (60.4.11)).

Опираясь на утверждения (57) и (60.4.12), получаем, что

(60.4.13) ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ⊃ [𝑚0 + 𝑛0 + 2]|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) = 1.

(60.4.14) ℎ(|(𝐵0 ⊃ 𝐶0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = 1 (из (60.4.8) и (60.4.13)).

Ясно, что

(60.4.15) |(𝐵0 ⊃ 𝐶0)|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 = (|𝐵0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 ⊃ [𝑚0 + 2]|𝐶0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 ).

(60.4.16) (|𝐵0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 ⊃ [𝑚0 + 2]|𝐶0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 ) =
(ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑢 ) ⊃ [𝑚0 + 2]ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑢 ))

(из (60.4.7), (60.4.8) и (60.4.15)).

Ясно, что

(60.4.17) (ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) ⊃ [𝑚0 + 2]ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 )) =

= {1, если ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) ≤ ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ),
ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ), если ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) > ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ).

Опираясь на утверждение (60.4.11), получаем, что

(60.4.18) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 < |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 или |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 .

(60.4.19) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 < |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 (допущение).

232 Логико-философские штудии. Том 19 (№3), 2021



ЛОГИКА СЕГОДНЯ

(60.4.20) ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) < ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) (из (59), (60.4.1), (60.4.2), (60.4.6),
(60.4.19)).

(60.4.21) ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) ≤ ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) (из (60.4.20)).

(60.4.22) (ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) ⊃ [𝑚0 + 2] ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 )) = 1 (из (60.4.17) и
(60.4.21)).

(60.4.23) (|𝐵0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 ⊃ [𝑚0 + 2]|𝐶0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 ) = 1 (из (60.4.7), (60.4.8) и (60.4.22)).
Ясно, что

(60.4.24) |(𝐵0 ⊃ 𝐶0)|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 = (|𝐵0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 ⊃ [𝑚0 + 2]|𝐶0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 ).

(60.4.25) |(𝐵0 ⊃ 𝐶0)|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 = 1 (из (60.4.23) и (60.4.24)).

(60.4.26) ℎ(|𝐵0 ⊃ 𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |(𝐵0 ⊃ 𝐶0)|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 (из (60.4.14) и (60.4.25)).

Снимая допущение (60.4.19), получаем, что

(60.4.27) если |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 < |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ,
то ℎ(|𝐵0 ⊃ 𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) = |(𝐵0 ⊃ 𝐶0)|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 .

(60.4.28) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 (допущение).

В свете утверждения (56) и того, что |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ [𝑚0 + 𝑛0 + 2], получаем, что

(60.4.29) ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ).

(60.4.30) ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) (из (60.4.28) и (60.4.29)).

(60.4.31) ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) ≤ ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) (из (60.4.30)).

(60.4.32) (ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) ⊃ [𝑚0 + 2]ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 )) = 1 (из (60.4.17) и
(60.4.31)).

(60.4.33) (|𝐵0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 ) ⊃ [𝑚0 + 2]|𝐶0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 ) = 1 (из (60.4.7), (60.4.8) и (60.4.32)).
Ясно, что

(60.4.34) |(𝐵0 ⊃ 𝐶0)|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 = (|𝐵0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 ) ⊃ [𝑚0 + 2]|𝐶0|𝑀[𝑚0+2]).

(60.4.35) |(𝐵0 ⊃ 𝐶0)|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 = 1 (из (60.4.33) и (60.4.34)).

(60.4.36) ℎ(|(𝐵0 ⊃ 𝐶0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |(𝐵0 ⊃ 𝐶0)|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 (из (60.4.14) и (60.4.35)).
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Снимая допущение (60.4.28), получаем, что

(60.4.37) если |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ,
то (ℎ(|𝐵0 ⊃ 𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) = |(𝐵0 ⊃ 𝐶0)|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 .

(60.4.38) ℎ(|𝐵0 ⊃ 𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |(𝐵0 ⊃ 𝐶0)|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 (из (60.4.18), (60.4.27) и
(60.4.37)).

Снимая допущение (60.4.11), получаем, что

(60.4.39) если |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ≤ |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ,
то ℎ(|𝐵0 ⊃ 𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) = |(𝐵0 ⊃ 𝐶0)|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 .

(60.4.40) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 > |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 (допущение).

(60.4.41) (|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ⊃ [𝑚0+𝑛0+2]|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) = |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 (из (60.4.9)

и (60.4.40)).

Ясно, что

(60.4.42) |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ [𝑚0 + 𝑛0 + 2].

(60.4.43) ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) (из (56) и (60.4.42)).

(60.4.44) ℎ((|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ⊃ [𝑚0 + 𝑛0 + 2]|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 )) = ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) (из

(60.4.41) и (60.4.43)).

(60.4.45) ℎ(|𝐵0 ⊃ 𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) (из (60.4.8) и (60.4.44)).

Ясно, что верны следующие утверждения (60.4.46) и (60.4.47).

(60.4.46) |𝐵0 ⊃ 𝐶0|𝑀[𝑚0+2]
𝑣0 = (|𝐵0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 ⊃ [𝑚0 + 2]|𝐶0|𝑀[𝑚0+2]|
𝑢 ).

(60.4.47) (|𝐵0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 ⊃ [𝑚0 + 2]|𝐶0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 ) =

= {1, если |𝐵0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 ≤ |𝐶0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 ,
|𝐶0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 , если |𝐵0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 > |𝐶0|𝑀[𝑚0+2].

(60.4.48) |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 < |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 (из (60.4.40)).

Опираясь на утверждения (59), (60.4.1), (60.4.2), (60.4.6) и (60.4.48), получаем, что

(60.4.49) ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) < ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ).
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(60.4.50) ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) > ℎ(|𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) (из (60.4.49)).

(60.4.51) |𝐵0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 > |𝐶0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 (из (60.4.7) и (60.4.50)).

(60.4.52) (|𝐵0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 ⊃ [𝑚0 +2]|𝐶0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 ) = |𝐶0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 (из (60.4.47) и (60.4.51)).

(60.4.53) (|𝐵0 ⊃ 𝐶0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 ) = |𝐶0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 (из (60.4.46) и (60.4.53)).

(60.4.54) ℎ(|𝐵0 ⊃ 𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |𝐵0 ⊃ 𝐶0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 (из (60.4.7), (60.4.45) и
(60.4.53)).

Снимая допущение (60.4.40), получаем, что

(60.4.55) если |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 > |𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ,
то ℎ(|𝐵0 ⊃ 𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) = |𝐵0 ⊃ 𝐶0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 .

(60.4.56) ℎ(|𝐵0 ⊃ 𝐶0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = (|𝐵0 ⊃ 𝐶0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 ) (из (60.4.10), (60.4.39) и
(60.4.55)).

Снимая допущения (60.4.3), (60.4.2), (60.4.1) и обобщая, завершаем доказательство
утверждения (60.4).
Утверждение (60.4) доказано.
Докажем утверждение (60.5).

(60.5.1) 𝐵0 есть 𝐿-формула (допущение).

(60.5.2) Если 𝑊(𝐵0) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
}, то ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) = |𝐵0|𝑀[𝑛0+2]
𝑢 (допуще-

ние).

(60.5.3) 𝑊((¬𝐵0)) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
} (допущение).

Разумеется, что

(60.5.4) 𝑊(𝐵0) ⊆ 𝑊((¬𝐵0)).

(60.5.5) 𝑊(𝐵0) ⊆ {𝑞1, … , 𝑞𝑚0
} (из (60.5.3) и (60.5.4)).

(60.5.6) ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |𝐵0|𝑀[𝑛0+2]

𝑢 (из (60.5.2) и (60.5.5)).

Ясно, что верны следующие утверждения (60.5.7), (60.5.8), (60.5.9), (60.5.10) и
(60.5.11).

(60.5.7) |(¬𝐵0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = ¬[𝑚0 + 𝑛0 + 2](|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ).
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(60.5.8) ¬[𝑚0 + 𝑛0 + 2](|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) =

⎧{{
⎨{{⎩

1, если |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 1

2,
1
2, если |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 = 1,

|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 , если |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ∉ {1, 1
2}.

(60.5.9) |(¬𝐵0)|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 = ¬[𝑚0 + 2](|𝐵0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 ).

(60.5.10) ¬[𝑚0 + 2](|𝐵0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 ) =

⎧{{
⎨{{⎩

1, если |𝐵0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 = 1

2,
1
2, если |𝐵0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 = 1,

|𝐵0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 , если |𝐵0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 ∉ {1, 1
2}.

(60.5.11) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 1, или |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 = 1
2 , или |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ∉ {1, 1
2}.

(60.5.12) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 1 (допущение).

(60.5.13) ¬[𝑚0 + 𝑛0 + 2](|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = 1

2 (из (60.5.8) и (60.5.12)).

(60.5.14) |(¬𝐵0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 1

2 (из (60.5.7) и (60.5.13)).

Опираясь на утверждения (58) и (60.5.14), получаем, что

(60.5.15) ℎ(|(¬𝐵0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = 1

2 .

Опираясь на утверждения (57) и (60.5.12), получаем, что

(60.5.16) ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = 1.

(60.5.17) |𝐵0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 = 1 (из (60.5.6) и (60.5.16)).

(60.5.18) ¬[𝑚0 + 2](|𝐵0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 ) = 1

2 (из (60.5.10) и (60.5.17)).

(60.5.19) |(¬𝐵0)|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 = 1

2 (из (60.5.9) и (60.5.18)).

(60.5.20) ℎ(|(¬𝐵0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = ℎ(|(¬𝐵0)|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 ) (из (60.5.15) и (60.5.19)).

Снимая допущение (60.5.12), получаем, что
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(60.5.21) если |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 1, то ℎ(|(¬𝐵0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ) = |(¬𝐵0)|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 .

(60.5.22) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 1

2 (допущение).

(60.5.23) ¬[𝑚0 + 𝑛0 + 2](|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = 1 (из (60.5.8) и (60.5.22)).

(60.5.24) |(¬𝐵0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 1 (из (60.5.7) и (60.5.23)).

Опираясь на утверждения (57) и (60.5.24), получаем, что

(60.5.25) ℎ(|(¬𝐵0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = 1.

Опираясь на утверждения (58) и (60.5.22), получаем, что

(60.5.26) ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = 1

2 .

(60.5.27) |𝐵0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 = 1

2 (из (60.5.6) и (60.5.26)).

(60.5.28) ¬[𝑚0 + 2](|𝐵0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 ) = 1 (из (60.5.10) и (60.5.27)).

(60.5.29) |(¬𝐵0)|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 = 1 (из (60.5.9) и (60.5.28)).

(60.5.30) ℎ(|(¬𝐵0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |(¬𝐵0)|𝑀[𝑛0+2]

𝑢 (из (60.5.25) и (60.5.29)).

Снимая допущение (60.5.22), получаем, что

(60.5.31) если |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 1

2 , то ℎ(|(¬𝐵0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |(¬𝐵0)|𝑀[𝑛0+2]

𝑢 .

(60.5.32) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∉ {1, 1

2} (допущение).

Опираясь на утверждения (12), (16), (60.5.1) и (60.5.5), а также опираясь на то,
что 𝑚0 + 𝑛0 + 2 ∈ 𝑁 и 𝑚0 + 𝑛0 + 2 > 2, получаем, используя лемму 7, что

(60.5.33) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ {1, 1

2, 𝑣0(𝑞1), … , 𝑣0(𝑞𝑚0
)}.

Опираясь на утверждение (47), делаем вывод о том, что

(60.5.34) {1, 1
2, 𝑣0(𝑞1), … , 𝑣0(𝑞𝑚0

)} ⊆ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} ∪ {1, 1
2}.

(60.5.35) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} ∪ {1, 1

2} (из (60.5.33) и (60.5.34)).
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(60.5.36) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} (из (60.5.32) и (60.5.35)).

Ввиду утверждений (45) и (60.5.36) ясно, что

(60.5.37) для некоторого 𝑖 из 𝑁 верно, что 𝑖 ≤ 𝑚′ и |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 𝛼𝑖.

Пусть

(60.5.38) 𝑖0 ∈ 𝑁 , 𝑖0 ≤ 𝑚′, |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 𝛼𝑖0

.

(60.5.39) 𝑖0 ∈ 𝑁 , 𝑖0 ≤ 𝑚′ (из (60.5.38)).

(60.5.40) |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 𝛼𝑖0

(из (60.5.38)).

(60.5.41) ¬[𝑚0 + 𝑛0 + 2](|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 (из (60.5.8) и (60.5.32)).

(60.5.42) |(¬𝐵0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 (из (60.5.7) и (60.5.41)).

Опираясь на утверждение (56) и тот факт, что 𝛼𝑖0
∈ [𝑚0 + 𝑛0 + 2], получаем, что

(60.5.43) ℎ(𝛼𝑖0
) = ℎ(𝛼𝑖0

).

(60.5.44) |(¬𝐵0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 𝛼𝑖0

(из (60.5.40) и (60.5.42)).

(60.5.45) ℎ(|(¬𝐵0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = ℎ(𝛼𝑖0

) (из (60.5.43) и (60.5.44)).

(60.5.46) ℎ(|𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = ℎ(𝛼𝑖0

) (из (60.5.40) и (60.5.43)).

(60.5.47) |𝐵0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 = ℎ(𝛼𝑖0

) (из (60.5.6) и (60.5.46)).

(60.5.48) ℎ(|(¬𝐵0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |𝐵0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 (из (60.5.45) и (60.5.47)).

(60.5.49) |(¬𝐵0)|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 = ¬[𝑚0 + 2](ℎ(𝛼𝑖0

)) (из (60.5.9) и (60.5.47)).

Опираясь на утверждения (51), (52), (53) и (60.5.39), получаем, что

(60.5.50) ℎ(𝛼𝑖0
) = 1

𝑖0 + 2 .

Разумеется, что

(60.5.51) 𝑚0 + 2 ∈ 𝑁 , 𝑚0 + 2 > 2 и 𝑚′ ≤ 𝑚0.

Опираясь на утверждения (60.5.39), (60.5.51) и применяя соглашение 2, получаем,
что
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(60.5.52) 1
𝑖0 + 2 ∈ [𝑚0 + 2].

В свете того, что 𝑖0 ∈ 𝑁 (см. утверждение (60.5.39)), ясно, что

(60.5.53) 1
𝑖0 + 2 ∉ {1, 1

2}.

Опираясь на утверждения (60.5.52) и (60.5.53) и на то, что 𝑚0 +2 ∈ 𝑁 , 𝑚0 +2 > 2,
получаем, используя соглашение 6, что

(60.5.54) ¬[𝑚0 + 2]( 1
𝑖0 + 2) = 1

𝑖0 + 2 .

(60.5.55) ¬[𝑚0 + 2](ℎ(𝛼𝑖0
)) = ℎ(𝛼𝑖0

) (из (60.5.50) и (60.5.54)).

(60.5.56) |(¬𝐵0)|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 = ℎ(𝛼𝑖0

) (из (60.5.49) и (60.5.55)).

(60.5.57) |(¬𝐵0)|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 = |𝐵0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 (из (60.5.47) и (60.5.56)).

(60.5.58) ℎ(|(¬𝐵0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |(¬𝐵0)|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 (из (60.5.48) и (60.5.57)).

Снимая допущение (60.5.32), получаем, что

(60.5.59) если |𝐵0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∉ {1, 1

2}, то ℎ(|(¬𝐵0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |(¬𝐵0)|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 .

(60.5.60) ℎ(|(¬𝐵0)|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |(¬𝐵0)|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 (из (60.5.11), (60.5.21), (60.5.31) и
(60.5.59)).

Снимая допущения (60.5.3), (60.5.2), (60.5.1) и обобщая, завершаем доказательство
утверждения (60.5).
Утверждение (60.5) доказано.
Утверждение (60) доказано.

(61) ℎ(|𝐴0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = |𝐴0|𝑀[𝑚0+2]

𝑢 (из (1), (16) и (60)).

(62) |𝐴0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ {1, 1

2, 𝑣0(𝑞1), … , 𝑣0(𝑞𝑚0
)} (из (1), (3), (7), (13), по лемме 7).

Опираясь на утверждение (47), получаем, что

(63) {1, 1
2, 𝑣0(𝑞1), … , 𝑣0(𝑞𝑚0

)} ⊆ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} ∪ {1, 1
2}.

(64) |𝐴0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} ∪ {1, 1

2} (из (62) и (63)).
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(65) |𝐴0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} или |𝐴0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]

𝑣0 ∈ {1, 1
2} (из (64)).

Опираясь на утверждения (1), (2), (4) и используя определение 11, получаем, что

(66) для всякой 𝑀[𝑚0 + 2]-оценки 𝑣 |𝐴0|𝑀[𝑚0+2]
𝑣 = 1.

(67) |𝐴0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′} (допущение).

(68) Существует такое целое положительное число 𝑖, что 𝑖 ≤ 𝑚′ и |𝐴0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 =

𝛼𝑖 (из (45) и (67)).

Пусть

(69) 𝑖0 ∈ 𝑁 , 𝑖0 ≤ 𝑚′, |𝐴0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 𝛼𝑖0

.

(70) 𝑖0 ∈ 𝑁 , 𝑖0 ≤ 𝑚′ (из (69)).

Опираясь на утверждения (51), (52), (53), (70), получаем, что

(71) ℎ(𝛼𝑖0
) = 1

𝑖0 + 2 .

В свете того, что 𝑖0 ∈ 𝑁(см. утверждение (70)) ясно, что

(72) 1
𝑖0 + 2 ≠ 1.

(73) ℎ(𝛼𝑖0
) ≠ 1 (из (71) и (72)).

(74) |𝐴0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 𝛼𝑖0

(из (69)).

(75) ℎ(|𝐴0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) ≠ 1 (из (73) и (74)).

(76) |𝐴0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 ≠ 1 (из (61) и (75)).

(77) Для некоторой 𝑀[𝑚0 + 2]-оценки 𝑣 |𝐴0|𝑀[𝑚0+2]
𝑣 ≠ 1 (из (50) и (76)).

Утверждение (77) противоречит утверждению (66). Следовательно, неверно допу-
щение (67).
Таким образом,

(78) |𝐴0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∉ {𝛼1, … , 𝛼𝑚′}.

(79) |𝐴0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ∈ {1, 1

2} (из (65) и (78)).
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(80) |𝐴0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 = 1

2 (из (14) и (79)).

Ясно, что

(81) 1
2 ∈ [𝑚0 + 𝑛0 + 2].

(82) ℎ(1
2) = ℎ(1

2) (из (56) и (81)).

(83) ℎ(|𝐴0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = ℎ(1

2) (из (80) и (82)).

(84) ℎ(|𝐴0|𝑀[𝑚0+𝑛0+2]
𝑣0 ) = 1

2 (из (58) и (83)).

(85) |𝐴0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 = 1

2 (из (61) и (84)).

(86) |𝐴0|𝑀[𝑚0+2]
𝑢 ≠ 1 (из (85)).

(87) Для некоторой 𝑀[𝑚0 + 2]-оценки 𝑣 |𝐴0|𝑀[𝑚0+2]
𝑣 ≠ 1 (из (50) и (86)).

Утверждение (87) противоречит утверждению (66). Следовательно, неверно допу-
щение (5). Но тогда

(88) для всякого 𝑛 из 𝑁 𝐴0 есть 𝑀[𝑚0 + 𝑛 + 2]-общезначимая формула.

Снимая допущение (4), получаем, что

(89) если 𝐴0 есть 𝑀[𝑚0 + 2]-общезначимая формула, то для всякого 𝑛 из 𝑁 𝐴0
есть 𝑀[𝑚0 + 𝑛 + 2]-общезначимая формула.

(90) Для всякого 𝑛 из 𝑁 𝐴0 есть 𝑀[𝑚0 + 𝑛 + 2]-общезначимая формула (допуще-
ние).

(91) Неверно, что 𝐴0 есть 𝑀[𝑚0 + 2]-общезначимая формула (допущение).

В свете утверждений (1), (2), (91) и определения 11 ясно, что

(92) для некоторой 𝑀[𝑚0 + 2]-оценки 𝑣 |𝐴0|𝑀[𝑚0+2]
𝑣 ≠ 1.

Пусть

(93) 𝑣0 есть 𝑀[𝑚0 + 2]-оценка и |𝐴0|𝑀[𝑚0+2]
𝑣0 ≠ 1.

(94) 𝑣0 есть 𝑀[𝑚0 + 2]-оценка (из (93)).
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(95) |𝐴0|𝑀[𝑚0+2]
𝑣0 ≠ 1 (из (93)).

Разумеется, что

(96) 1 ∈ 𝑁 .
Опираясь на утверждения (1), (2), (94), (96) и на лемму 6, получаем, что

(97) |𝐴0|𝑀[𝑚0+2]
𝑣0 = |𝐴0|𝑀[𝑚0+1+2]

𝑣0 .

(98) |𝐴0|𝑀[𝑚0+1+2]
𝑣0 ≠ 1 (из (95) и (97)).

(99) 𝐴0 есть 𝑀[𝑚0 + 1 + 2]-общезначимая формула (из (90) и (96)).
Опираясь на утверждение (99) и используя определение 11, получаем, что

(100) для всякой 𝑀[𝑚0 + 1 + 2]-оценки 𝑣 |𝐴0|𝑀[𝑚0+1+2]
𝑣 = 1.

Ввиду утверждения (94) понятно, что

(101) 𝑣0 есть 𝑀[𝑚0 + 1 + 2]-оценка.

(102) |𝐴0|𝑀[𝑚0+1+2]
𝑣0 = 1 (из (100) и (101)).

Утверждение (102) противоречит утверждению (98). Следовательно, неверно до-
пущение (91). Но тогда

(103) 𝐴0 есть 𝑀[𝑚0 + 2]-общезначимая формула.
Снимая допущение (90), получаем, что

(104) если для всякого 𝑛 из 𝑁 𝐴0 есть 𝑀[𝑚0 + 𝑛 + 2]-общезначимая формула, то
𝐴0 есть 𝑀[𝑚0 + 2]-общезначимая формула.

(105) 𝐴0 есть 𝑀[𝑚0 + 2]-общезначимая формула тогда и только тогда, когда для
всякого 𝑛 из 𝑁 𝐴0 есть 𝑀[𝑚0 + 𝑛 + 2]-общезначимая формула (из (89) и (104)).

Снимая допущения (3), (2), (1) и обобщая, завершаем доказательство леммы 8.
Лемма 8 доказана.
Простым следствием леммы 8 и того, что для всякой 𝐿-формулы 𝐴 число всех

пропозициональных переменных языка 𝐿, входящих в 𝐴, принадлежит множеству
𝑁 , является следующая лемма 9.
Лемма 9. Для всякой L-формулы A: если m есть число всех пропозициональ-
ных переменных языка 𝐿, входящих в 𝐴, то верно следующее: 𝐴 есть 𝑀[𝑚 + 2]-
общезначимая формула тогда и только тогда, когда для всякого 𝑛 из 𝑁 𝐴 есть
𝑀[𝑚 + 𝑛 + 2]-общезначимая формула.
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Лемма 10. Для всякой 𝐿-формулы 𝐴, для всяких 𝑚 и 𝑛 из 𝑁 : если 𝐴 есть 𝑀[𝑚+
𝑛 + 2]-общезначимая формула, то 𝐴 есть 𝑀[𝑚 + 2]-общезначимая формула.

Лемма 10 доказана методом от противного с использованием леммы 6.

Лемма 11. Для всякой 𝐿-формулы 𝐴: если 𝑚 есть число всех пропозициональ-
ных переменных языка 𝐿, входящих в 𝐴, то верно следующее: 𝐴 есть 𝑀[𝑚 + 2]-
общезначимая формула тогда и только тогда, когда для всякого 𝑛 из 𝑁 𝐴 есть
𝑀[𝑛 + 2]-общезначимая формула.

Докажем лемму 11.

(1) 𝐴0 есть 𝐿-формула (допущение).

(2) 𝑚0 есть число всех пропозициональных переменных языка 𝐿, входящих в 𝐴0
(допущение).

(3) 𝐴0 есть 𝑀[𝑚 + 2]-общезначимая формула (допущение).

(4) 𝑛0 ∈ 𝑁 (допущение).

Разумеется, что

(5) 𝑚0 ∈ 𝑁 .

В свете утверждений (4) и (5) понятно, что

(6) 𝑚0 < 𝑛0, или 𝑚0 = 𝑛0, или 𝑛0 < 𝑚0.

(7) 𝑚0 < 𝑛0 (допущение).

Опираясь на утверждения (4), (5), (7), делаем вывод, что

(8) для некоторого 𝑘 из 𝑁 𝑚0 + 𝑘 = 𝑛0.

Пусть

(9) 𝑘0 ∈ 𝑁 , 𝑚0 + 𝑘0 = 𝑛0.

(10) 𝑘0 ∈ 𝑁 (из (9)).

(11) 𝑚0 + 𝑘0 = 𝑛0 (из (9)).

Опираясь на утверждения (1), (2) и используя лемму 9, получаем, что

(12) 𝐴0 есть [𝑚0 + 2]-общезначимая формула тогда и только тогда, когда для
всякого 𝑛 из 𝑁 𝐴0 есть [𝑚0 + 𝑛 + 2]-общезначимая формула.
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(13) Для всякого 𝑛 из 𝑁 𝐴0 есть [𝑚0 + 𝑛 + 2]-общезначимая формула (из (3) и
(12)).

(14) 𝐴0 есть [𝑚0 + 𝑘0 + 2]-общезначимая формула (из (10) и (13)).

(15) 𝐴0 есть [𝑛0 + 2]-общезначимая формула (из (11) и (14)).
Снимая допущение (7), получаем, что

(16) если 𝑚0 < 𝑛0, то 𝐴0 есть [𝑛0 + 2]-общезначимая формула.
В свете утверждения (3) ясно, что

(17) если 𝑛0 = 𝑚0, то 𝐴0 есть [𝑛0 + 2]-общезначимая формула.

(18) 𝑛0 < 𝑚0 (допущение).

Опираясь на утверждения (4), (5), (18), делаем вывод, что

(19) для некоторого 𝑘 из 𝑁 𝑛0 + 𝑘 = 𝑚0.

Пусть

(20) 𝑘0 ∈ 𝑁 , 𝑛0 + 𝑘0 = 𝑚0.

(21) 𝑘0 ∈ 𝑁 (из (20)).

(22) 𝑛0 + 𝑘0 = 𝑚0 (из (20))

(23) 𝐴0 есть 𝑀[𝑚0 + 𝑘0 + 2]-общезначимая формула (из (3) и (22)).
Опираясь на утверждения (4), (21) и используя лемму 10, получаем, что

(24) если 𝐴0 есть 𝑀[𝑛0 + 𝑘0 + 2]-общезначимая формула, то 𝐴0 есть 𝑀[𝑛0 + 2]-
общезначимая формула.

(25) 𝐴0 есть [𝑛0 + 2]-общезначимая формула (из (23) и (24)).
Снимая допущение (18), получаем, что

(26) если 𝑛0 < 𝑚0, то 𝐴0 есть [𝑛0 + 2]-общезначимая формула.

(27) 𝐴0 есть 𝑀[𝑛0 + 2]-общезначимая формула (из (6), (16), (17), (26)).
Снимая допущение (4) и обобщая, получаем, что

(28) для всякого 𝑛 из 𝑁 𝐴0 есть 𝑀[𝑛 + 2]-общезначимая формула.
Снимая допущение (3), получаем, что
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(29) если 𝐴0 есть 𝑀[𝑚0 + 2]-общезначимая формула, то для всякого 𝑛 из 𝑁 𝐴0
есть 𝑀[𝑛 + 2]-общезначимая формула.

Очевидно, что

(30) если для всякого 𝑛 из 𝑁 𝐴0 есть 𝑀[𝑛 + 2]-общезначимая формула, то 𝐴0 есть
𝑀[𝑚0 + 2]-общезначимая формула.

(31) 𝐴0 есть 𝑀[𝑚0 + 2]-общезначимая формула тогда и только тогда, когда для
всякого 𝑛 из 𝑁 𝐴0 есть 𝑀[𝑛 + 2]-общезначимая формула (из (29) и (30)).

Снимая допущения (2), (1) и обобщая, завершаем доказательство леммы 11.
Лемма 11 доказана.
Опираясь на лемму 11 и соглашение 9, приходим к выводу о том, что имеет

место следующая теорема 2.

Теорема 2. Для всякой 𝐿-формулы 𝐴: если 𝑚 есть число пропозициональных
переменных языка 𝐿, входящих в 𝐴, то верно следующее: 𝐴 ∈ 𝑃𝑁𝐿[𝑚 + 2] тогда
и только тогда, когда 𝐴 ∈ ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2].

Опираясь на теорему 2, установим разрешимость логики ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖+2]. Пусть
дана 𝐿-формула 𝐴. Требуется ответит на вопрос о том, принадлежит ли 𝐴 логике
∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2]. Для ответа на этот вопрос выполняем четыре действия.
ПЕРВОЕ ДЕЙСТВИЕ. Находим по 𝐴 число всех пропозициональных переменных

языка 𝐿, входящих в 𝐴 (имеется эффективный метод нахождения по любой 𝐿-
формуле числа всех пропозициональных переменных языка 𝐿, входящих в эту
𝐿-формулу).
ВТОРОЕ ДЕЙСТВИЕ. Строим по полученному в результате выполнения первого

действия числу 𝑛 из 𝑁 логическую матрицу𝑀[𝑛+2] (имеется эффективный метод
построения по любому 𝑘 из 𝑁 логической матрицы 𝑀[𝑘 + 2]).
ТРЕТЬЕ ДЕЙСТВИЕ. Решаем вопрос о том, является ли 𝐿-формула 𝐴 𝑀[𝑛 + 2]-

общезначимой формулой (имеется эффективный метод, позволяющий по каждой
упорядоченной паре ⟨𝐹 , 𝑀[𝑘 + 2]⟩, где 𝐹 есть 𝐿-формула и 𝑘 ∈ 𝑁 , ответить на
вопрос о том, является ли 𝐹 𝑀[𝑘 + 2]-общезначимой формулой).
ЧЕТВЕРТОЕ ДЕЙСТВИЕ. Если вопрос о том, является ли 𝐿-формула 𝐴 𝑀[𝑛+2]-

общезначимой формулой, решен положительно, то делаем (опираясь на теорему 2
и на соглашение 9) вывод о том, что 𝐴 ∈ ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖+2], а если указанный вопрос
решен отрицательно, то делаем (опираясь на теорему 2 и на соглашение 9) вывод
о том, что 𝐴 ∉ ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2].
Таким образом, справедлива следующая теорема 3.

Теорема 3. ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2] является разрешимой логикой.
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Заключительная часть

Определение 12. Называем L 𝑃𝑁𝐿-логикой, если L = ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2] или для
некоторого 𝑛 из 𝑁 L = 𝑃𝑁𝐿[𝑛 + 2].

Можно доказать, что верно следующее замечание 3.

Замечание 3. 𝑃𝑁𝐿[3], 𝑃𝑁𝐿[4], 𝑃𝑁𝐿[5], …являются табличными логиками, а
∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2] есть нетабличная логика.

Опираясь на теорему 1, на теорему 3, на определение 12 и на замечания 2 и 3,
приходим к выводу о том, что ∩𝑖∈𝑁𝑃𝑁𝐿[𝑖 + 2] есть пересечение всех табличных
𝑃𝑁𝐿-логик, являющееся разрешимой нетабличной паранормальной логикой.
Следует заметить, что множество всех табличных 𝑃𝑁𝐿-логик, то есть мно-

жество {𝑃𝑁𝐿[3], 𝑃𝑁𝐿[4], 𝑃𝑁𝐿[5], …}, счетно-бесконечно. То, что данное множе-
ство счетно-бесконечно нетрудно обосновать с помощью теоремы 2 работы (Попов
2018). Эта теорема утверждает, что для всякого целого числа 𝑘, которое боль-
ше 2, и для всякого целого числа 𝑗, которое больше 𝑘, 𝑃𝑁𝐿[𝑗] строго включается
в 𝑃𝑁𝐿[𝑘].
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